Déterminer le développement limité en +o0 a I’ordre 3 de la fonction f
définie par :

1
f :x+—>eXarctan x

Analyse

On pense classiquement & se ramener a un développement limité a I’origine en posant h =

On doit alors utiliser une propriété classique de la fonction arctan pour pouvoir simplifier
I’expression de f (en fonction de h) et amorcer le calcul ...

Résolution

On pose donc : h :é.

- . 1 ~ . V4
On utilise alors : Vx e R, arctan x +arctan — = X soit : arctan x = E—arctan h.
X
1

Ainsi: f(x)=exarctanx =¢" (%—arctan hj =g(h).

Le DL de I’exponentielle & I’origine & n’importe quel ordre est connu. A I’ordre 3, il s’écrit :

e" :1+h+h—2+h—3+0(h3)
2 6

Pour ce qui est de la fonction arctan, on considere classiquement sa dérivée h— n? qui
+

admet un DL a I’origine a n’importe quel ordre et que I’on développe a I’ordre 2 afin
d’obtenir un DL de arctan a I’ordre 3. Il vient immédiatement, & I’origine :
1
1+h?

:1—h2+o(h2)

En tenant compte de arctan0=0, on obtient : arctanh =h —%hs + o(h3) et enfin :

Z—arctanhzz—h+lh3+o(h3)
2 2 3
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On peut alors effectuer le produit :
2 3
e"| Z—arctanh | = 1+h+h—+h—+o(h3) X z—h+1h3+o(h3)
2 2 6 2 3

2 3
=£—h+1h3+h(£—h}+h—(£—hj+h—x£+o(h3)
2 3 2 2 2 6 2

S hetn Znopze Zp oLt Zptyo(n?)
2 "3 TS 2" 2" T

=£+(£—1jh+(£—1jh2+(1—1jh3+0(h3)
2 \2 4 12 6

1
f(x)zexarctanx:£+(£—1j1+(£—1ji2+(1—1j%+o(i3j
2 \2 x \ 4 X 12 6)x X

Finalement :

Résultat final

Le déeveloppement limité en +oo a I’ordre 3 de :

1
f : x> exarctan X

s’écrit :
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