> Limite d’une fonction

Limite d’une fonction en 400 QU —o0

Fonction définie au voisinage de +oo (resp. —o)

Soit f une fonction d’ensemble de définition 2, .

On dira que « la fonction f est définie au voisinage de +oo (resp. —oo) » s’il existe un réel A
tel que P’intervalle |A;+oo[ (resp. ]-oo0; A[) soit inclus dans 2 .

Limite d’une fonction en +oo (resp. —oo)

Cas d’une limite finie

Soit f une fonction d’ensemble de définition 2, .

On suppose que f est définie au voisinage de oo (resp. —oo) sur JA;+oo[ (resp. ]—oo; A[).

On dira que la fonction f admet une limite | en +oo (resp. —oo) si, pour tout intervalle de la
forme |l —&;1+¢[ (£>0), il existe un réel M de |A;+oo[ (resp. de ]—oo; A[) tel que pour tout

x supérieur (resp. inférieur) @M, ona f (x)e]l—&;l+&[. On écrit alors :

fim £ (x)-
(resp. —o0)

Interprétation géométrique (voir ci-dessous) : dans un repére orthogonal, la courbe
représentative de la fonction f admet au voisinage de +oo (resp. —co) une asymptote
horizontale d’équation y =1.

v
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Exemples classiques : Vae R, lim ——=lim ——=0 et lim =0.

X—>+0 X_a X—>—0 X_a X—>+00 X_a

Cas d’une limite infinie

Soit f une fonction d’ensemble de définition 2, .
On suppose que f est définie au voisinage de +oo (resp. —).

On dira que la fonction f admet +oo (resp. —o) comme limite en +oo (resp. —oo) si, pour tout
réel B, il existe un réel M de 2, tel que pour tout x supérieur (resp. inférieur) 8 M, on a

f(x)>B (resp. f(x)<B).Onécritalors :
lim f(x)=+o0 (resp. —o)

X—>+o0
(resp. —x)

Interprétation de la définition de lim f (x) =+o0 : pour tout réel (sous-entendu arbitrairement

X—>+00
grand), il existe une valeur de I’ensemble de définition de la fonction au-dela de laquelle
toutes les valeurs prises par la fonction seront supérieures au réel considéré (de fait, une telle
fonction ne sera pas majorée !). Attention ! Ce qui précede n’implique en rien que la fonction
soit croissante ! On pourra par exemple considérer, pour s’en convaincre, la fonction :
sin x
X+ 2X+5-7——.
X

Notion d’asymptote oblique

Soit f une fonction d’ensemble de définition 2, .
On suppose que f est définie au voisinage de +oo (resp. —o) et on note ¢, sa courbe
représentative dans un repeére.

On dira que la fonction f admet en +oo (resp. —oo ) une asymptote oblique A d’équation
y=ax+b (ou «que ladroite A d’équation y=ax+b est asymptote oblique a ¢, en +oo

(resp. —o) »)siona:
lim [ f(x)—(ax+b)]|=0

X—>+o0
(resp. —)

Remarques :

e Lorsqu’elle existe, I’asymptote est unique !
e Pour étudier la position de ¢, par rapporta A, on étudie le signe de la différence

f (x)—(ax+b) (cette étude se fait, & priori, sur 2 ).
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Attention ! Ce signe n’a aucun raison d’étre constant. La fonction ci-dessus admet la
droite d’équation y =2x+5 comme asymptote oblique en +oo et en —o mais la

différence change périodiquement de signe ... (cf. la figure ci-dessous)

fix)=2x+5-7sin(x)/x

La fonction f :x+— 2x+5—7smx

et son asymptote oblique d’équation y = 2X+5.

Limite d’une fonction en un reéel

Cas d’une limite finie

Soit f une fonction d’ensemble de définition 2, et soit a un réel.

On suppose qu’il existe un réel strictement positif r tel que Ja—r;a+r[—{a} =2, (on note

que la fonction f n’est pas nécessairement définie en a. On dit que « f est définie dans un
voisinage de a sans nécessairement étre définie en a »).

On dira que la fonction f admet une limite finie | en a si pour tout réel & strictement positif,
on peut trouver un réel strictement positif o tel que si xe Ja—a;a+a[n(Ja-r;a+r[-{a})

alorsonaura f(x)e]l—&;l+¢&[. On écrit alors :

lim f (x)=I

X—a
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. . sinx . cosx-1
Exemples classiques : Ilrrg— =letlim——=
X—>

X x—0

0, ... (On notera que ces limites

correspondent en fait & des nombres dérivés).
Remarques :

e On définira de facon similaire les (éventuelles) limites a droite et a gauche de f en a. On
écriraalors : lim f (x) pour la limite & droite et lim f (x) pour la limite & gauche.
X—>a X—>a
X>a X<a

Par exemple, la fonction x > +/x* —4 admet une limite & droite en a =2 mais n’admet
pas de limite a gauche en ce réel.

On remarquera également que 1’existence de ces deux limites n’implique en rien leur

égalité (considérer la fonction partie entiéreen un réel ae?Z) ;
e Enfin, on peut avoir leig f(x)= leir; f(x)=f(a).
X>a X<a

Cas d’une limite infinie

Soit f une fonction d’ensemble de définition 2, et soit a un réel.

On suppose qu’il existe un réel strictement positif r tel que ]a— r;a+ r[ - {a} c 2 (onnote

que la fonction f n’est pas nécessairement définie en a. On dit que « f est définie dans un
voisinage de a sans nécessairement étre définie en a »).

On dira que la fonction f admet +oo (resp. —o) comme limite en a si pour tout réel B, on peut
trouver un réel strictement positif o tel que si x e Ja—a;a+a[ ~(Ja—r;a+r[-{a}) alors

onaura f(x)>B (resp. f(x)<B).Onécritalors:

lim f (x) =00 (resp. —)

X—a

Remarque : comme précédemment, on peut « seulement » avoir une limite infinie a gauche

et/ou a droite de a. On considérera, a titre d’illustration, I’exemple suivant : Iirr; >
X—> X J—

X>2

Interprétation géométrique. Si f admet un limite infinie en a (resp. a gauche, a droite), on dit
que la courbe représentative ¢, de la fonction f admet en a (resp. & gauche de a, a droite de a)

une asymptote verticale d’équation x=a.

=400 et

. .1 .1 .
Exemples classiques : lim——=—o0, lim—— =+, lim

1
e x-a ex-a wax—a

, 1 , 1 ,
lim > =1lim > =1lim

a(x—a)” a(x-a)” *(x-a)

X<a X>a

= +00.

2
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Calcul de limites

Opérations et limites

Conventions de calcul

Pour simplifier certains calculs de limites, on introduit les « nombres » —oo et +oo avec les
régles de calcul suivantes :

Addition
o +oo+(+oo) =400 ;
° —oo—l—(—oo) =—00 ,
)
e VYaeR, a+(—oo) =
o Opposé : —(+o0)=—00 et —(—o0) =0,
- le calcul « +oo—(+oo) » n’est pas défini.

Multiplication

o +oox(+0) =+ ;
° —oox(—oo)=+oo ;

o —oox(+00)=+x(—0)=—0 ;

e VaeR", ax(+o)=+00 et VaeR ™, ax(+0)=—0 ;
e VaeR", ax(—o)=— et VacR", ax(—0)=+4o0 ;
. Inverse:i:O eti:O.

o0 —o0

> Les calculs « 0x(+o0) » et « 0x(—0) » ne sont pas définis. Il en découle que les calculs

oo .
« — » ne le sont pas également.
+oo
o i " .
- Le calcul « 0 » n’est pas défini. De facon plus générale, lorsque le dénominateur du

rapport de deux fonctions tend vers 0, on se demandera si le signe reste constant (limite de

type 0" ou 07) ou pas (il n’y a aucune raison que ce soit le cas et on pourra considérer la
1

(=) xsin @

Pour simplifier certains énoncés (voir ci-apres), on peut poser : [R =R u {—oo; +oo}

fonction x+— lorsque x tend vers +oo pour s’en convaincre.).
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Opérations et limites

A partir des conventions de calcul ci-dessus, on peut formellement écrire :

Soit f et g deux fonctions définies dans un voisinage de a (pas nécessairement en a), ac R et
keR.
Alors :

X—a

lim(kf )(x)=klim f (x)
Iim f(x)+limg(x)

X—a

:Ixim f(x)xlimg(x)

X—a X—a

Iim(iJ(x)zm

limg (x)

Lorsque 1’on est confronté a une situation « interdite » (cf. les calculs non définis ci-dessus),
on dit que I’on a affaire a une « forme indéterminée ».

On retiendra les quatre types fondamentaux de formes indéterminées :

00
K 0—00 » « — » « — »et« Oxoo »
00

Le cas des fonctions polynémes

Soit f une fonction polynéme.
La limite en +oo de f est la limite correspondante du terme de plus haut degré.

Exemple : lim (-3x*+5x* —1) = lim (-3x*) = —o

X—>+00 X—>+0

Le cas des fonctions rationnelles

Soit f une fonction rationnelle.
La limite en oo de f est la limite correspondante du rapport des termes de plus haut degré.

Exemples :
22X —AXx+T7 . 2x2 . 2 2.1
lim 5 =i 3:Ilm—:—llm—:o
X—>+00 5)( _6)( +11 X—>+00 5X X—>+00 5X 5x—>+oo X
o2 +Ax+T7 L o2 . 2 2
lim 5 = lim 3=I|m—:—
x>0 3X° —2X+11 x>=3x° x>»=»3 3
=X 46X -5x+23 . —x* .. - 1.
lim . :Ilm—3:I|m—:——I|m X =—©
X—>+00 3)( —5X+1 X—>+00 3)( X—>+00 3 X—>+00
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Comparaison

Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de +oo (resp. —o).

On suppose qu’il existe un réel A tel que :
o A+ D et |A+oo[ =D, (resp. [0, Al =D et |- A[<D));
e Pourtout réel x>A (resp. x<A),ona: g(x)< f(x) (resp. f(x)<g(x)).

Dans ces conditions, on a:

lim g(x)=+c0=> lim f (x)=+c

(resp. Jirﬂog(x)=—w:> lim f (x)=—o)

X—>+00

On a également le théoréme suivant communément appelé « théoréme des gendarmes » :

Soit f, g et h trois fonctions définies au voisinage de +oo (resp. —o).

On suppose qu’il existe un réel A tel que :

o JA+o[ =D, [A+o[ =D, et A+ =D, (resp. |-, A[ =D, |- Al = D), et
o Al=2);

 Pourtout réel x>A (resp. x<A),ona: g(x)< f(x)<h(x).

Dans ces conditions, on a:

fim 0(2) = im ()1 fim ()=
(resp. Jirﬂog(x):xlirgoh(x)zl = lim f(x)=1I).

X—>—0

\ [
)< g
~—— >

Théoreme des gendarmes.
Exemple de courbes représentatives des fonctions f (rouge), g (bleu) et h (vert).
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Limite d’une fonction composée

Soit f et g deux fonctions.
Soit a, b et | trois éléments de R .

On suppose que :
e La fonction f est définie dans un voisinage de a et lim f ( ) b;

X—a

e La fonction g est définie dans un voisinage de b et I|m g (X) l.

Alorsona:
lim(gof )(x)=1
Exemples :
4 —
- On cherche : lim w
X—>+00 X" =5
4 —
La fonction X+ %X;B peut étre considérée comme la composée de la fonction
X —_—
4
f :XH%X;B et de la fonction g: X /X .
X —
4 4
Onaalors: lim f(x)= lim ax EX+23: lim 4X4 2 on cherche alors : lim 19(X).
X—>+00 X—>+00 X" =5 x—>+0 ¥ 7 x4

7

Ona: limg(X )—I|m\/_ __T

7

Finalement : | lim w:i

X—>+00 7 X4 -5 ﬁ

- On cherche : Iimﬂ[5003(2x)+7cosx—3].
x>

On peut écrire : 5¢0s(2x)+7cos x—3=5(2cos’ (x)~1)+7cos x—3=10cos* (x)+7cos x—8.
La fonction X+ 5005(2x)+ 7cos x—3 peut alors étre considérée comme la composée des
fonctions : f :x+>cosx et g: X —>10X*+7X —8.

Onaalors : lim f (x)=limcosx =cos= =0. On cherche alors : limg(X).
T i3 2 X—0

X—>= X—>=
2 2

On a immédiatement : lim g(X)=1im(10X*+7X -8)=-8.
X—0 X—-0

Finalement : |lim|5cos(2x)+7cosx—3]=~

X—>=
2
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