Fonction logarithme népérien.

Corrigés d’exercices
Version du 25/01/2015

Les exercices du livre corrigés dans ce document sont les suivants :

Page 164 : N°21, 22, 24 Page 169 : N°65
Page 165/ : N°39, 42 Page 170 : N°72
Page 166|: N°51 Page 173 : N°86
Page 167 : N°54 Page 174/: N°90
Page 168 : N°59

IN°21 page 164

a=In(e’) =[2] (en utilisant directement Vx e R, In (e)=x).

b=In(e?)=[-3] (idem).

c=¢e"* =[5] (en utilisant directement ¥x e R", " = x).

1
d=e™ =e,%= (idem)ou d =™ = e = (en utilisant d’abord

VXeR’,—Inx=In1).
X

o — 2 z(eln7)2 _72 ou =2 — gh?* _ g4 =.
f — @32 :(elnz)‘3 93 :i: ou f =gz _gh2’® _ o3 :i: 1
2° (8 2° 8]

IN°22 page 164

a. Inx=3
On résout cette équation dans R’ (domaine de définition de la fonction logarithme
népérien).
Ona: Inx=3<e" =¢e* < x=¢® qui est strictement positif.

7 ={e’}

b. 2Inx+6=0
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On résout cette équation dans R’ (domaine de définition de la fonction logarithme
népérien).
Ona:2Inx+6=0<=Inx=-3<e" =e? < x=e7 qui est strictement positif.

7 ={e?}

c. 1-4Inx=Inx-9
On résout cette équation dans R’ (domaine de définition de la fonction logarithme
népérien).
Ona:l1-4Inx=INx-9<5Inx=10< Inx=2 < " =e” < x=e” qui est strictement
positif.

ffz{ez}

d. (Inx)" =1
On résout cette équation dans R’ (domaine de définition de la fonction logarithme
népérien).
Ona: (In x)2 =1<(In x)2 -1=0<(Inx-1)(Inx+1)=0< Inx-1=00u Inx+1=0.
Onaalors:
e Inx-1=0<Inx=1<x=e.

e Inx+l=0Inx=-1lce"™ =¢?

IN°24 page 164

a. In(x+2)=In2
On doit avoir x+2> 0, c'est-a-dire x >—2. On résout donc cette équation dans
Iintervalle |-2; +o[ .
Pour tout x strictement supérieur @ —2,ona: In(x+2)=In2< x+2=2< x=0 qui

appartient bien a I’intervalle [-2; + o[ .

7 =10}
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b. In(2x-5)=1
On doit avoir 2x—-5>0, c'est-a-dire x >g . On résout donc cette équation dans
" 5
I’intervalle }E;H{.
Pour tout x strictement supérieur a % ona:
e+5 . . L
In(2x-5)=1<In(2x-5)=Ine = 2x-5=e < x:T qui appartient bien a
”: 5
I’intervalle }—;+oo{.
2
& ={e+5}
2
c. 4In(1-x)=8
On doit avoir 1—x >0, c'est-a-dire x <1 . On résout donc cette équation dans I’intervalle
0.
Pour tout x strictement inférieur a1, on a :
4In(1-x)=8<In(1-x)=2<In(1-x) =Ine’ < 1-x=e” < x=1-¢” qui appartient
bien & I"intervalle -0 ;1] .
7 ={1-¢*}
d. In(3x+8)=Inx
. . ... [3x+8>0
On doit avoir 3x+8>0 et x>0, c'est-a-dire .
x>0
{3X +8>0 X > 8
3 x>0
x>0
x>0
On résout donc cette équation dans I’intervalle R, .
Pour tout x strictement supérieur 2 0, on a:
In(3x+8) =Inx < 3x+8=x < 2x=-8 < x=—4 qui n’est pas strictement positif.
=0
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IN°39 page 165

a:In12:In(4x3):In(22x3):ln22+ln3:

1 1 3
b=Inv/8==In8==In2*=|=1In2
\/7 2 2 2

c=In9=In3%*=[2In3
d =In(§j= IN3-In2
2

e=|n(2\/5)=In2+In\/_=In2+%lne= In2+% (les notations de I’énoncé sont ici plus que

malvenues...)
f =In(gjzln9—lnezln32—1= 2In3-1
e

IN°42 page 165

a=In4+In5=In(4x5)=[In20

b=In6-In7= InE
7

n—m

c=%|n3—ln5zln\/§—ln5=

d=2In6=In6%*={In36

e=—|n2+1=|n1+lne=In 1><e = InE
2 2 2

f =3In5+%=In53+%lnezln125+ln\/_= In(125\/5)

IN°51 page 166

Ona:
P, >0,99
= 1—(% >0,99 < (Ej <0,01=107
6 6
< In (Ej <In10? < nin2<—2In10 & n > —2M10
6 6 In>
6
N> -2In10
IN5-1In6
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Comme I_?—nlloﬁz 25,26, on en déduit que le nombre minimal de lancers pour que I’on ait
n5-In

P, >0,99 est n=26.
Vérifions :

25
1—(—) =0,989517

5 26
1—(gj =0,991265

IN°59 page 168

1. Commencons par les limites.

Ona:
limlnx =—ow0
x—0
x>0 différence 2
2 = Img(ln X——]:—oo
lim= = +o0 %0 X
x—=0 ¥

x>0

. 2 .
Ilmﬁln x—=|=limg(x)=-ow
x—0 X x—0
x>0 x>0

De fagon analogue :

lim In X = +o0
X—>+30 différence i 2
= lim|Inx—=|=4w
Ilm _=O X—>+00 X
X—>+0 X

Iim(ln x—g] = lim g(x) =+

X X—>+0

Voyons maintenant pourquoi la fonction g s’annule sur ]0; + o[ en une unique valeur x,
comprise entre 2,3 et 2,4.

La fonction g est dérivable, et donc continue, sur ]0; +oo[ en tant que différence de deux

fonctions dérivables sur cet intervalle (fonction logarithme népérien et, au facteur
multiplicatif 2 prés, la fonction inverse). Pour tout réel x strictement positif, on a :
1 2

T
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. . S 1
Comme x est strictement positif, on a immédiatement — >
X

Ainsi, la fonction g est strictement croissante sur ]0; + oo

Enfin, on a vu précédemment : Iingg(x):—oo et lim g(x
X—>

X—>+00
x>0

D’apreés le théoréme de la bijection, on peut conclure que |

unique solution dans ]0; +oo[ . Nous la notons : x,.

Ona: g(2,3):In(2,3)—2i3:—0,0367<0 et g(2,4)=

On en déduit finalement :

0, %>0 etdonc g'(x)>0.
X

)=+w.

"équation g(x)=0 admet une

2

In(2,4)—ﬁ:0,0421>0.

’

comprise, strictement, entre 2,3

La fonction g s’annule sur R’ en une unique valeur x,

et 2,4,

2. Drapres la question précédente, ona: g(x,)=0, c'est-a-d
sinx, x . 2 1 10
Il vient alors : f(x,)= % __ % =5x—x—=—.
X0 XO XO XO XO
10
f(x)=—
( 0) X§

IN°54 page 167

1. Dérivation d’un produit : f'(x)=1xIn x+x><1= Inx+1
X

: 2
ire:Inx, =—
XO

1><|nX—X><1 nx—1
2. Dérivation d’un rapport : f'(x)= X —

(In x)2 (In x)2

3. Dérivation de la puissance d’une fonction : f (x) =2xIn x><1 = 2Inx
X X
. , . , 1 . sin x
4. Dérivation d’un produit : f'(x)==xsinx+Inxxcosx =|—+Inxxcosx
X X
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IN°65 page 169

a. Le premier terme de la suite (un) est strictement positif et sa raison est strictement

supérieure & 1. On en conclut immédiatement que la suite (un) est (strictement)
croissante.

On peut redétailler ...
Pour tout entier naturel n, ona: u, =u,xq" = %xl, 2",

Il vientdonc: u_, —u, :%xl,Z"”—%xl,Z” :gxl,Z” ><(1,2—1):%><1,2" x0,2 etona

immédiatement : gxl, 2"x0,2>0.D’ou le résultat.

La suite (un) est (strictement) croissante.

b. Ona: u, 2100<:>%x1,2" >100 < 1,2" 2100><%<:>1,2” >125<nIn1,2>1In125.

In125
In,2

Comme 1,2>1,0naIn1,2>0 d’ou: nin,2>In125< n>

In125
In1,2

Comm = 26,5 onaura u, >100 pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 27.

u, =100 pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 27.

IN°72 page 170

Onpose X =Inx.
On a donc, en considérant les exponentielles : e* =e"* =x.
X X
X e - X .
Alors : ———=— puis: lim >=lim —.
(ln X) X x—>+oo(|n X) X0 X

X
. - i . e .
On ne peut conclure directement, la limite classique : XI|m X7 400 , pour tout n entier
—>+00

naturel, n’étant officiellement plus au programme.
Classiquement, le dénominateur étant un carre, on fait apparaitre un carré au numérateur :

x\? 2 2
2X | e? X\ x x
e 2 ez | | e? 1 |e?

eX
X2 X2 x® | x| X | 4 X
2 2
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Onaalors:
. X
lim —=+o0 - X
X =400 2 composition . ez X 2
¢ = lim —=+» - X
Xo+o X composition i 1| e?
— =+ i : - = lim~| —| =+
lim T=t (croissance comparée) > Jim 215
I 2
lim =a° =+x
a—>+w4
2
X
X
. X . e . 1] e?
Onadonc: lim >=lim = lim =| = | =+
X”‘*“’O('nx) X400 X X >+ 4 1
2
li > = +00
xa+oo(|nx)
IN°86 page 173
1.

Pour tout entier naturel n non nul, on a:

f,(1)=1"xIn(1+1)=1xIn2=In2

On en déduite donc que pour tout entier naturel non nul n, le point A(l; In 2) appartient a
la courbe & .

2. |VRAI

Onadabord : u, = f,(2)=2"xIn(1+2)=2In3.
Puis : pour tout entier naturel non nul n,ona:
u, = f,(2)=2"xIn3=2In3x2"" =u, x2""

On en déduit immédiatement que la suite (un) est une suite géométrique de raison q =2
et de premier terme u, =2In3.
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3. [VRAI

Pour tout entier naturel non nul n, on a:

£ (X)=nx"xIn(x+1)+ X"
A (X)=nx""xIn(x+1)+x X1

D’ou: f' (0)=nx0""xIn(0+1)+0" ! o
=" 0+1

—

Ainsi, le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse 0 est toujours nul : la
tangente est horizontale.

4, FAUX
Pour tout entier naturel non nul n et tout x dans I’intervalle [O ;1] ,ona:
fa(X)=f,(X)=x""In(x+1)=x"In(x+1) = X" In(x+1)x(x-1)

e x>0=>x"2>0.
o x20<:>1+x21<:>In(l+x)2|n1<:>ln(1+x)20.
o X<L1lsx-1<0.

En définitive, pour tout x dans I"intervalle [0;1], ona: x"In(x+1)x(x—1) <0, soit
fi(X)—f,(x)<0.

IN°90 page 174

1. Soit a un réel quelconque fixe.
Pour tout réel x strictement positif, on a :

fa(x)z(lnx+a)><1

X
D’ou :
limlnx = -
f(;)é) somme )
. = lim(Inx+a)=—x
lima=a x—0 produit 1
x—0 x>0 i — _
= lim|(Inx+a)x=|=—o
x>0 X—0 X
1 x>0
lim==+w
x—=>0 X
x>0
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lim , (x) = —o
x>0

. Inx a _, .
Onaaussi: f,(x)=——+—.D’ou:
X X

. Inx . .
lim —= =0 /(croisssance comparée)

X—>+00 somme Inx a
X = lim|—+—1|=0
. a X—>+0 X X
lim—=0
X*)'FOOX
limf (x)=0
X—>+00 a( )

2. Lafonction f est dérivable sur R”. comme rapport de deux fonctions dérivables sur cet
intervalle et pour tout réel strictement positif x, on a:

1><x—(|nx+a)><1

, —Inx-a+1
fa (X):X 2 = W2
VXeRi, fa'(x)_ —In xX;a+1

3. Comme x>0= x*>0, lesignede f,'(x) estceluide —Inx—a+1.

Ona: -Inx—-a+1>0<Inx<-a+le x<e?t,
On en déduit immédiatement :

e Pour tout reel x de ]0 ; e‘a*l], ona: f,'(x)>0 etlafonction f, estcroissante.

e Pour tout réel x de [e‘a*l ; +oo[, ona: f,'(x)<0 etlafonction f, estcroissante.

On en déduit immédiatement que la fonction f, admet un maximumen x, =e *** et on

—a+l
_ In(e* )+a:—a+1+a_ 1 _ e
e e

a: Y, = f(xa) = aa

e

—a+l —a+l

a-1

La fonction f, admet un maximumen x, =e™** etona: y, = f(x,)=e

4. Comme on I’a vu précédemment, ona: y, = f (x,)= t 1 Ainsi, le point

—a+l
e

a

A(xa ; Y. ) appartient & la courbe représentative de la fonction inverse.
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Le point A(xa ; ya) appartient a la courbe représentative de la fonction inverse.

A titre de complément, nous fournissons ci-dessous les courbes représentatives de quelques

fonctions f, pour a= —%, 0, 1 et 2. Pour une valeur de a donnée, le sommet de la courbe est

note S,. En bleu, on a fait apparaitre la partie de la courbe représentative de la fonction
inverse correspondant aux abscisses strictement positives.
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